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электростатической индукции полосковой структуры 

 
Приведены результаты реализации, в нескольких математических пакетах, алгоритма многократного вычисле-
ния матрицы коэффициентов электростатической индукции полосковой структуры, отличающегося от исходно-
го алгоритма использованием блочного LU-разложения при решении СЛАУ. Выполнена оценка производи-
тельности данного и исходного алгоритмов. Получены численные оценки ускорения вычисления матрицы ко-
эффициентов электростатической индукции полосковой структуры в диапазоне значений диэлектрической 
проницаемости. Выполнено сравнение вычислительных и аналитических оценок и показано, что они хорошо 
согласуются между собой. Выявлен шаг алгоритма, характеризующийся наибольшими затратами, и предложе-
ны варианты его совершенствования. 
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Полосковые структуры широко используются 

для создания элементов радиотехнических уст-
ройств: печатных плат, фильтров [1], средств сниже-
ния уровня перекрестных помех [2–4] или их ком-
пенсации [5], устройств защиты [5], фазовращателей 
[7], микрополосковых антенн [8], линий задержки 
[9] и др. При их проектировании всё большую роль 
играет математическое моделирование, являющееся 
альтернативой физическому моделированию и по-
зволяющее существенно сократить временные и 
финансовые затраты. Из-за особенностей полоско-
вых структур, для их проектирования часто приме-
няют квазистатический подход, требующий для на-
хождения первичных параметров полосковой струк-
туры решения уравнения Пуассона/Лапласа. Для 
этого используются разные аналитические и чис-
ленные методы [10, 11]. Широко применяемым из 
них является метод моментов [12].  

При одновариантном анализе методом момен-
тов построение математической модели, в общем 
случае, состоит из нескольких взаимосвязанных 
этапов, наиболее затратным из которых является 
решение системы линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ) [13]. Так, при анализе полосковых 
структур требуется решение СЛАУ вида [14] 

S = V,                                 (1) 
где S – плотная, квадратная, действительная и 
несимметричная матрица порядка N; V – матрица 
размером N×NCOND, со столбцами из задаваемых 
потенциалов на подобластях, на которые разбиты 
границы структуры;  – матрица-решение, столбцы 
которой дают распределение плотности заряда на 
этих границах; NCOND – количество правых частей 
(количество проводников в структуре, не считая 
опорного).  

При методе моментов сегментируются только 
поверхности (границы) анализируемой структуры в 
отличие от методов конечных разностей и конечных 
элементов, что делает его более предпочтительным. 
Значение N равно общему числу подобластей, кото-
рое складывается из количества подобластей на гра-

ницах диэлектрик–диэлектрик (ND) и проводник–
диэлектрик (NA), определяемых выбранным прави-
лом сегментации (равномерная, неравномерная, 
адаптивная). Элементы S вычисляются из парамет-
ров этих подобластей [15]. Поскольку S плотная, а 
СЛАУ имеет несколько правых частей, то часто ис-
пользуют LU-разложение матрицы и последующее 
решение двух треугольных систем с каждой правой 
частью. После решения уравнения (1)  использует-
ся для вычисления матриц первичных параметров 
полосковой структуры: коэффициентов электроста-
тической C и электромагнитной (L) индукций, про-
водимостей (G) и сопротивлений (R) [16]. При этом, 
особую сложность, с точки зрения вычислительных 
затрат, представляет вычисление матриц С (далее 
ёмкостная матрица) и G. В данной работе рассмат-
ривается вычисление первой из этих матриц.  

Часто на практике необходим многовариантный 
анализ рассматриваемой полосковой структуры в 
диапазоне изменения её параметров с целью полу-
чения их оптимальных значений, используемых для 
дальнейшего моделирования. Так, для получения 
временного отклика структуры на заданное воздей-
ствие, сначала вычисляют его спектр с помощью 
БПФ, а затем матрицы первичных параметров 
структуры для каждой частоты спектра. Далее эти 
матрицы используются в телеграфных уравнениях. 
После этого, с помощью ОБПФ получается отклик 
[17]. Таким образом, основные затраты времени 
многократно возрастают из-за необходимости реше-
ния m СЛАУ, т.е. 

Sk k = Vk,                              (2) 
где k = 1, 2, …, m, m – число частотных точек (m – 
количество значений параметров исходной конфигу-
рации). С учетом специфики задачи (неизменность 
функции воздействия – потенциалы на проводнико-
вых границах) нижний индекс матрицы V далее 
опущен. Для решения матричного уравнения вида 
(2), с учетом того, что матрицы Sk являются плотны-
ми, как и в случае одновариантного анализа, часто 
используется их LU-разложение и последующее 
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решение по отдельности с каждой правой частью. 
Далее с помощью полученного решения находится 
k-я емкостная матрица. Последовательно решаются 
m СЛАУ, и процесс вычисления считается окончен-
ным (далее алгоритм 1). 

Для уменьшения вычислительных затрат акту-
альны совершенствование математической модели и 
разработка вычислительных алгоритмов. Так, в ра-
боте [18] предложено использовать специфику ну-
мерации подынтервалов, на которые разбивается 
структура при анализе, и тем самым учитывать из-
менения матрицы СЛАУ при многовариантном ана-
лизе. В результате разработан алгоритм, основанный 
на блочном LU-разложении и состоящий из не-
скольких шагов (далее алгоритм 2). При изменении 
относительной диэлектрической проницаемости 
диэлектрика структуры [19] он позволяет сущест-
венно ускорить многовариантный анализ. Аналити-
ческие оценки ускорения (при наличии плоскости 
земли) относительно алгоритма 1 приведены в [20], 
а вычислительные, с использованием функций биб-
лиотеки Eigen [21] – в [22], где в заключении отме-
чена необходимость более детального исследования 
алгоритма 2 для поиска дальнейших путей его со-
вершенствования. 

Цель работы – выявить возможности усовер-
шенствования алгоритма 2 за счёт оценки вычисли-
тельных затрат на реализацию его шагов. 

Оценка производительности алгоритма 1 
Для вычислительных оценок затрат алгоритма 1 

выбраны математические пакеты MATLAB, Octave и 
Scilab, как широко используемые при научных ис-
следованиях и инженерных расчетах [23, 24], а так-
же Eigen, используемый в [21] (где показана опти-
мальность, с точки зрения минимизации временных 
затрат, библиотеки Eigen среди других некоммерче-
ских библиотек линейной алгебры). При вычислени-
ях использовалась рабочая станция с параметрами: 
ОС – Microsoft Windows 7×64 бит, ЦПУ – Intel(R) 
Core(TM) i7 CPU 970 3,20 ГГц, ОЗУ – 24 Гб, а также 
пакеты MATLAB 2013b (Intel MKL), Octave 4.4.0 
(Open BLAS) Scilab 5.5.2 (Intel MKL), а также биб-
лиотека Eigen 3.3.4 и Microsoft Visual Studio 2013 
(ключи компиляции: /O2, /Ot, /Gt, /GL, /MD, /Qpar, 
/arch:SSE2, /openmp). Далее совместному использо-
ванию Eigen и Visual Studio соответствует обозначе-
ние «пакет Eigen». 

Вначале выполнено решение одной СЛАУ вида 
(1) с помощью LU-разложения (используемого для 
реализации алгоритма 1) при N = 100, 200, …, 5000 
и NCOND = 10. Матрицы заполнялись с помощью ге-
нератора случайных чисел (в MATLAB функция 
rand()). Использованы все возможные варианты реа-
лизации, в виде встроенных функций/команд, кото-
рые приведены ниже.  

MATLAB/Octave/Scilab:  
I – [l,u]=lu(S); =u\(l\V);  
II – [l,u,p]=lu(S); =u\(l\(p*V));  
III – =S\V;  
IV – [l,u,p]=lu(S,'vector'); =u\(l\(V(p,:)));  

Eigen:  
I – =S.lu().solve(V); 
II – .noalias()=S.lu().solve(V);  
III – =S.lu().solve(V).eval();  
IV – ppLU.compute(S); =ppLU.solve(V);  
V – PartialPivLU<Matrix> lu(S); 
T=lu.matrixLU().triangularView<UnitLower>().solve(lu.perm
utationP()*V); 
=lu.matrixLU().triangularView<Upper>().solve(T); 

Согласно справочной документации варианты 
MATLAB/Octave/Scilab I и II во всех пакетах экви-
валентны, но для чистоты эксперимента они были 
протестированы отдельно. Вариант III (согласно 
документации) при хорошей обусловленности мат-
рицы (число обусловленности меньше чем 
1/(10×eps), где eps – машинный эпсилон) основан на 
LU-разложении и последующем решении двух тре-
угольных систем (при плохой обусловленности ис-
пользуется метод наименьших квадратов). В данной 
работе использовались только хорошо обусловлен-
ные матрицы (cond(S) < 108). Вариант IV отличается 
хранением матрицы перестановок в виде вектора (в 
Scilab отсутствует). 

Проведена оценка (здесь и далее среднее время 
10-кратных вычислений) вариантов реализации. Ус-
тановлено, что быстродействие существенно отли-
чается в зависимости от варианта. В MATLAB наи-
меньшее время работы соответствует варианту IV, а 
в Octave и Scilab – III. Различие времени для вариан-
тов в MATLAB наименьшее, а в Scilab – наиболь-
шее. Для Eigen время почти не зависит от реализа-
ции, а наименьшее время соответствует варианту IV. 
Поэтому для дальнейшего исследования алгоритма 1 
в MATLAB и Eigen  использовался вариант IV, а в 
Octave и Scilab – III. С использованием данных ва-
риантов выполнена оценка производительности ал-
горитма 1 при N = 1000, 3000, NA = 0,5N, NCOND = 10 
для m = 100, 500, 1000. Установлено, что наимень-
шее время получено при использовании MATLAB, а 
наибольшее – Eigen. При этом максимальное разли-
чие во времени вычислений при использовании 
Scilab, Octave и  Eigen  относительно MATLAB со-
ставило 1,28, 1,90 и 3,08 раза соответственно. 

Оценка производительности алгоритма 2 
Рассмотрим особенности алгоритма m-кратного 

вычисления ёмкостной матрицы полосковой струк-
туры в диапазоне значений диэлектрической прони-
цаемости с использованием блочного LU-разложе-
ния из работы [18]. Он основан на представлении 
уравнения (2) в виде 
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Размеры блоков Ak и VA – NA×NCOND, а Dk и VD – 
ND×NCOND, N = NA+ND. Такое представление связано 
с тем, что при изменении диэлектрической прони-
цаемости диэлектрика изменяемые элементы матриц 
Sk располагаются на главной диагонали блоков Dk, 
при этом блоки Ak, Bk и Сk неизменны [15] (далее 
используются без нижнего индекса). Поэтому для 
хранения изменяемых элементов используются 
 



С.П. Куксенко. Ускорение многократного вычисления матрицы коэффициентов электростатической индукции  

Доклады ТУСУР, 2018, том 21, № 4-1 

43

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab
Octave
Scilab
Eigen

T, c

N

а 

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab
Octave
Scilab
Eigen

T, c

N

д 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab
Octave
Scilab
Eigen

T, c

N

б 

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab
Octave
Scilab
Eigen

T, c

N

е 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab

Octave

Scilab

Eigen

T, c

N

в 

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab

Octave

Scilab

Eigen

T, c

N

 
ж 

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab
Octave
Scilab
Eigen

T, c

N

г 

0

5

10

15

20

25

0 1000 2000 3000 4000 5000

Matlab
Octave
Scilab
Eigen

T, c

N

з 
Рис. 1. Время выполнения шагов алгоритма 2: 4 (а), 5 (б), 6 (в), 8 (г), 9 (д), 12 (е), 13 (ж) и 14 (з) 



 УПРАВЛЕНИЕ, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И ИНФОРМАТИКА 

Доклады ТУСУР, 2018, том 21, № 4-1 

44

дополнительные диагональные матрицы Diagk, а 
диагональные элементы блока D обнулены, т.е. 
Dk = D + Diagk. 

Алгоритм 2 состоит из 18 шагов, часть из кото-
рых имеет второстепенный характер. Так, шаги 7, 15 
и 17 (вычисление элементов матриц), отдельно не 
рассматривались в виду их малости, т.е. рассматри-
вались те шаги, которые относятся к решению 
СЛАУ. Перечень использованных функций (команд) 
для реализации алгоритма 2 на примере MATLAB 
приведен в табл. 1 (принятые обозначения интуи-
тивно понятны, поэтому приведены без дополни-
тельных пояснений). По результатам вычислений 
при тех же параметрах, что и для алгоритма 1, уста-
новлено, что наименьшее время соответствует ис-
пользованию MATLAB. Так, максимальное различие 
во времени вычислений при использовании Scilab, 
Octave и Eigen относительно MATLAB составило 
1,03, 1,95 и 8,79 раза соответственно.  

 
Т а б л и ц а  1  

Реализация функций алгоритма 2 в MATLAB 
№ шага  Реализация 

4 S(1:Na,1:Na)=inv(S(1:Na,1:Na)) 

5 S(1:Na,Na+1:N)= 
=S(1:Na,1:Na)*S(1:Na,Na+1:N) 

6 S(Na+1:N,Na+1:N)=S(Na+1:N,Na+1:N)– 
–S(Na+1:N,1:Na)*S(1:Na,Na+1:N) 

8 X(1:Na,1:Ncond)=S(1:Na,1:Na)*V(1:Na,1:Ncond)

9 X(Na+1:N,1:Ncond)=V(Na+1:N,1:Ncond)– 
–S(Na+1:N,1:Na)*X(1:Na,1:Ncond) 

12 nz=Na*(N+1); step_=N+1; end_=N*N; 
S(nz:step_:end_)=S(nz:step_:end_)+Diag_mat'; 

13 SIGMA(Na+1:N,1:Ncond)= 
=inv(S(Na+1:N,Na+1:N))*X(Na+1:N,1:Ncond) 

14 SIGMA(1:Na,1:Ncond)= X(1:Na,1:Ncond)– 
–S(1:Na,Na+1:N)*SIGMA(Na+1:N,1:Ncond) 

 
Далее исследована зависимость времени вы-

полнения отдельных шагов алгоритма 2 от порядка 
матрицы S в каждом пакете. Использованы следую-
щие параметры: N = 100, 200, …, 5000, NA = 0,5N, 
NCOND = 10, m = 500. На рис. 1 приведено время вы-
числений, соответствующее шагам 4–6, 8 и 9 (одно-
кратные вычисления при k = 1) и шагам 12–14 (мно-
гократные вычисления). Для наглядности на рисунке 
также приведена графическая интерпретация соот-
ветствующих операций. Затраты на шаге 16 иден-
тичны затратам на шаге 12, поэтому отдельно не 
приведены. Как видно, преобладающие временные 
затраты приходятся на шаг 13. 

Оценка ускорения многократного решения 
СЛАУ блочным LU-разложением 

В табл. 2 сведены полученные численные оцен-
ки ускорения, а также его аналитические оценки 
согласно [20] при NA = 0,5N, NCOND = 10, m = 100, 
500, 1000. Видно, что при использовании MATLAB, 
Octave и Scilab оценки хорошо согласуются между 
собой. Стоит отметить, что почти всегда Scilab дает 
наибольшее ускорение, вне зависимости от N, а 
Eigen дает замедление вычислений. Последний факт 
объяснятся неоптимальной реализацией функции 

обращения матрицы в данном пакете (рис. 1, а и ж), 
используемой на шагах 4 и 13 алгоритма 2. При этом 
в случае m >> 1 шаг 4 мало влияет на получаемое 
ускорение. 

Т а б л и ц а  2  
Оценки ускорения решения по алгоритму 2  

относительно алгоритма 1 при NA = 0,5N, NCOND = 10 
m 

N Оценка Пакет 
100 500 1000

Аналитическая 1,95 1,99 2,00 
MATLAB 2,23 2,41 2,33 
Octave 2,17 2,18 2,25 
Scilab 2,52 2,84 2,93 

1000
Вычислительная 

Eigen 0,95 0,97 0,97 
Аналитическая 1,95 1,99 2,00 

MATLAB 1,99 2,13 2,16 
Octave 2,17 2,23 2,25 
Scilab 2,15 2,52 2,63 

3000
Вычислительная 

Eigen 0,74 0,75 0,76 
 
Таким образом, для получения большего уско-

рения требуется совершенствовать шаг 13 алгорит-
ма 2, например, переписав его в виде DkDk =

 XD и 
воспользовавшись LU-разложением или блочным 
итерационным методом для его решения. Поэтому в 
дальнейшем целесообразно выполнить реализацию 
этих двух новых версий алгоритма 2 и тщательно их 
исследовать. 

Заключение 
Выполнена программная реализация с исполь-

зованием нескольких математических пакетов и по-
лучены численные оценки производительности ал-
горитма вычисления матрицы коэффициентов элек-
тростатической индукции полосковой структуры в 
диапазоне значений диэлектрической проницаемо-
сти, которые хорошо согласуются с аналитическими, 
полученными ранее. Так, на рассмотренных приме-
рах показано, что ускорение составляет 2–3 раза в 
зависимости от используемого пакета. При этом 
уменьшение отношения количества подобластей на 
границах диэлектрик–диэлектрик (ND) к общему 
количеству подобластей (N) из-за особенностей ал-
горитма будет приводить к получению еще большего 
ускорения, что показано в [21] на примере пакета 
Eigen. Проведенный детальный анализ вычисли-
тельных затрат на реализацию шагов этого алгорит-
ма выявил возможности его совершенствования. 
Поэтому в дальнейшем целесообразна их реализа-
ция и исследование. 

Работа выполнена в рамках государственного 
задания №8.9562.2017/8.9 Минобрнауки России. 
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Kuksenko S.P. 
Acceleration of multiple calculations of the matrix  
of electrostatic induction coefficients of a strip structure  
 
The results of the implementation, in several mathematical 
packages, of the algorithm for multiple calculations of a ma-
trix of electrostatic induction coefficients for strip structure 
that differs from the original algorithm by using the block LU- 
decomposition for a system of linear algebraic equations solu-
tion are given. The evaluation of the performance of both ob-
tained and original algorithms is made. Numerical estimates of 
acceleration of the multiple system of linear algebraic equa-
tions solution in the range of dielectric permittivity are ob-
tained. Comparison of computational and analytical estimates 
are made and their agreement with each other is shown. An 
algorithm step characterized by the highest costs was revealed, 
and options for its improvement are proposed. 
Keywords: strip structure, matrix for coefficients of electro-
static induction, multiple solution, linear algebraic system, 
block LU-decomposition, analytical and numerical evaluation. 
doi: 10.21293/1818-0442-2018-21-4-1-41-46 
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