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Использование полосковых структур позволяет 

разрабатывать более совершенные радиоэлектрон-
ные устройства (РЭУ) различного назначения, а ана-
лиз связей в полосковых структурах важен для раз-
работки РЭУ, в том числе с учетом электромагнит-
ной совместимости. Для разработки РЭУ использу-
ется предварительное компьютерное моделирование 
с целью снизить финансовые и временные затраты. 
В общем случае в основе моделирования лежит чис-
ленный анализ, требующий построения математиче-
ской модели исследуемого объекта с помощью ре-
шения уравнений Максвелла. Основные численные 
методы, применяемые в моделировании ЭМС: мето-
ды конечных разностей во временной области [1]; 
метод моментов (MoM) [2]; метод конечных элемен-
тов [3]; метод конечного интегрирования [4]; метод 
матрицы линий передачи [5], а также так называе-
мые «гибридные» методики [6]. 

Процесс построения математической модели 
состоит из нескольких этапов [7]: постановка зада-
чи; аналитическая обработка; дискретизация (сег-
ментация) модели; вычисление элементов СЛАУ и 
её решение СЛАУ; обработка результатов. 

Описанные этапы не являются независимыми. 
Метод дискретизации определяет затраты на вычис-
ление элементов СЛАУ, а также её порядок и свой-
ства (обусловленность, плотность), что, в конечном 
итоге, определяет выбор метода её решения (прямой 
или итерационный). От результатов, полученных на 
предыдущих этапах, зависят и способы вычисления 
требуемых параметров и характеристик моделируе-
мого объекта/системы.  

На втором этапе широко используются электро-
динамический и квазистатический (TEM-аппрокси-
мация) подходы к решению уравнений Максвелла. 
На третьем этапе при решении задач ЭМС широко 
используется метод моментов, использующий «по-
верхностный» подход, в соответствии с которым в 
качестве неизвестного выступает распределение 
плотности поверхностного заряда на проводящих 
поверхностях исследуемого объекта/системы [8]. 
Найденный поверхностный заряд рассматривается 

как источник, возбуждающий поле во всей расчет-
ной области. Таким образом, при использовании 
MoM неизвестная функция определена на поверхно-
сти, а не в объеме (как при использовании, напри-
мер, методов конечных разностей, элементов и объ-
емов), что уменьшает требования к вычислительным 
ресурсам. Получаемая при этом матрица СЛАУ яв-
ляется плотной и плохо обусловленной, что требует 
построения эффективных предобусловливателей для 
ускорения решения при использовании итерацион-
ных методов. Поскольку один из самых трудоёмких 
этапов приходится на решение СЛАУ [8], то акту-
ально совершенствование методов их решения. 

Автором были предложены алгоритмы, исполь-
зующие формат хранения разреженных матриц [9, 
10]. За счет этого удалось снизить вычислительные 
затраты на решение СЛАУ. Причем были снижены 
как время решения, так и требуемая память компью-
тера. Однако ранее не был выполнен анализ влияния 
полученного уменьшения вычислительных затрат на 
точность получаемых результатов. 

Цель работы – сравнение результатов вычисле-
ния значений погонных коэффициентов электроста-
тической и электромагнитной индукции для связан-
ной микрополосковой линии с помощью алгорит-
мов, предложенных в [9, 10], с результатами других 
авторов. 

Итерационные методы решения СЛАУ 
Существует два класса методов решения СЛАУ: 

точные и итерационные методы. Для точных мето-
дов основные вычислительные затраты пропорцио-
нальны N3 (N – порядок матрицы), что ограничивает 
использование таких методов при больших порядках 
матрицы СЛАУ. При этом для итерационных мето-
дов вычислительные затраты пропорциональны 
NitN2 (Nit – количество итераций). Из этого следует, 
что при Nit < N (а это часто имеет место) использо-
вать итерационные методы выгоднее. Однако итера-
ционные методы не лишены недостатков. Основная 
их проблема – медленная сходимость. Скорость схо-
димости зависит от спектральных свойств матрицы 
СЛАУ, от обусловленности и даже от начального 
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приближения. Для ускорения сходимости в итераци-
онных методах используют предобусловливание 
[11]. Принцип предобусловливания заключается в 
преобразовании системы Ax = b к алгебраически 

эквивалентной системе Ax b  , которая имеет 
меньшую обусловленность. Условно методы предо-
бусловливания делят на два вида: явные и неявные. 
При явном предобусловливании исходная система 
преобразуется к системе M–1Ax = M–1b. При неяв-
ном – к MAx = Mb. Неявное предобусловливание не 
требует вычисления M–1, но требует решения СЛАУ 
в каждой итерации. Однако, несмотря на это, ис-
пользование неявного предобусловливания все рав-
но выгоднее [11]. Большая часть неявных методов 
основана на представлении M = LU, где L и U полу-
чены путем LU-разложения из матрицы As, обычно 
получаемой из исходной матрицы A путем умень-
шения количества ненулевых элементов (пред-
фильтрации). Как правило, матрица As является раз-
реженной, и для её хранения можно использовать 
формат хранения разреженных матриц [12]. Один из 
самых эффективных форматов – разреженный 
строчный формат (Compressed Storage Row, CSR). 
Ненулевые элементы матрицы в формате CSR хра-
нятся с помощью векторов: Values – значения нену-
левых элементов; Columns – индексы столбцов; 
RowIndex – вектор указателей на ненулевые элемен-
ты, с которых начинается очередная строка. Однако 
метод LU-разложения предполагает неконтролируе-
мое добавление новых элементов. Между тем суще-
ствуют методы, которые контролируют добавление 
новых элементов. Один из таких методов, который 
не требует добавления ненулевых элементов, – это 
ILU(0)-разложение. Для ясности изложения далее 
приведены 2 алгоритма ILU(0)-разложения, предло-
женные в работах [9, 10].  

Алгоритм 1 – ILU(0)-разложение с использова-
нием формата CSR и дополнительного вектора Diag 
(вектор указателей на диагональные элементы): 
1 Для i = 2, …, N 
2    Для k = 1, …, i – 1 
3       Найти s – номер элемента as

i,k в векторе 
Values 

4       Если Values(s) ≠ 0 
5          Values(s) = Values(s) / Values(Diag(k)) 
6       Найти y1 – номер элемента as

i,k в векторе  
Values 

7       y2 = y1 + 1 
8       Найти y1 – номер элемента as

i,k+1 в векторе 
Values 

9       y3 = y1 
10       pr1 = Истина 
11       Пока pr1 = Истина 
12          Если Columns(y2) = Columns(y3) 
13             Values(y2) = Values(y2) –  

                  Values(y1) × Values(y3) 
14             y2 = y2 + 1 

            y3 = y3 + 1 
15          Если Columns(y2) > Columns(y3) 
16             y3 = y3 + 1 

17          Если Columns(y2) < Columns(y3) 
18             y2 = y2 + 1 
19          Если RowIndex(k+1) < y3  

                 или RowIndex(i+1) < y3 
20             pr1 = Ложь 
21    Увеличить k 
22 Увеличить i 

В строках 3, 6, 8 производится поиск ненулевых 
элементов матрицы As. Переменная pr1 сигнализи-
рует, когда достигнут конец строки i или k в матрице 
и требуется прервать цикл. Переменные y2 и y3 опре-
деляют текущей элемент в первой (i-й) и второй  
(k-й) строках соответственно. Переход по элементам 
строк в матрице осуществляется в цикле по сле-
дующему принципу: сравниваются индексы элемен-
тов двух текущих строк, индекс с меньшим значени-
ем инкрементируется (строки 15–18), если индексы 
элементов равны (т.е. существуют ненулевые эле-
менты в двух строках текущего столбца), то выпол-
няется операция и значения индексов обеих пере-
менных инкрементируются (строки 12–14). 

Алгоритм 2 – ILU(0)-разложение с использова-
нием формата CSR с двумя дополнительными век-
торами: 
1 Для i = 2, …, N 
2    s1 = RowIndex(i) – номер начального элемента 
3    pr1 = Истина 
4    Для j = s1, …, RowIndex(i+1) 
5       tmpvec(Columns (j)) = Истина 
6       tmpjptr(Columns (j)) = j 
7    Увеличить j 
8    Пока pr1 = Истина Продолжать 
9       k = Columns (s1) 

10       Если k ≥ i 
11          Прервать текущий цикл 
12       Values(s1) = Values(s1) / Values(diag(k)) 
13       s2 = s1 
14       s1 = s1 + 1 
15       y1 = s1 
16       yend1 = RowIndex(i+1) 
17       y2 = diag(k)+1 
18       yend2 = RowIndex(k+1) 
19       Если yend1 ≤ y1 или yend2 ≤ y2 
20          Продолжить текущий цикл 
21       Для j = y2, …, yend2 
22          Если tmpvec(Columns(j)) = Истина 
23             Values(tmpjptr(Columns(j))) =  

               Values(tmpjptr(Columns(j))) –  
               Values(s2) × Values(j) 

24       Увеличить j 
25 Увеличить i 

 
В векторе tmpvec хранится значение Истина, 

если элемент матрицы As ненулевой, а в векторе 
tmpjptr хранится адрес этого ненулевого элемента. 
Переменные yend1 и yend2 определяют начало и конец 
строки.  

Вычислительный эксперимент 
Предложенные алгоритмы универсальны, а ме-

тод моментов с предложенными алгоритмами позво-
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ляет анализировать структуры с произвольным чис-
лом проводников и диэлектриков с границами про-
извольной формы. Однако опубликованы результаты 
(с которыми можно сравнить свои) только для отно-
сительно простых структур. Поэтому в качестве 
анализируемой структуры взята широко используе-
мая связанная микрополосковая линия, поперечное 
сечение которой приведено на рис. 1. Использовано 
2 набора параметров структуры, которые взяты из 
работ [13, 14]. Для наглядности параметры сведены 
в табл. 1. Для сравнения использовались значения 
погонных коэффициентов электростатической (С11, 
С12) и электромагнитной (L11, L12) индукций. 

 

 
Рис. 1. Поперечное сечение связанной 

микрополосковой линии 
 

Т а б л и ц а  1  
Значения параметров для  

связанной микрополосковой линии 
Набор 

Параметр 
1 2 

w, мм 0,9 3 
t, мм 0,05 1 
s, мм 0,8 2 
h, мм 1 1 
εr1 10 2 
εr2 1 1 

 

За счет использования алгоритмов 1 и 2 полу-
чено ускорение решения СЛАУ. Так, алгоритм 1 бы-
стрее до 1,89 раза по сравнению с алгоритмом без 
использования формата CSR [9] (для набора 2 при 
N = 1100 время вычисления 1,57 с против 2,97 с), а 
алгоритм 2 быстрее до 1,59 раза относительно алго-
ритма 1 [10] (для набора 1 при N = 1950 время вы-
числения 1,52 с против 2,41 с). При этом коэффици-
ент сжатия матрицы As достигал 2,66 раза. (Исполь-
зовался компьютер с параметрами: платформа – 
AMD FX(tm)-8320 Eight-Core Processor; частота 
процессора – 3,50 ГГц; объем ОЗУ – 16 Гбайт; число 
ядер – 8; операционная система – Windows 7 х64). 

Учащением сегментации структуры были полу-
чены СЛАУ с матрицами разных порядков. В табл. 2 
приведено сравнение значений погонных коэффици-
ентов электростатической и электромагнитной ин-
дукций, полученных с использованием алгоритмов 1 
и 2, с результатами других авторов. 

Из табл. 2 видно, что для обоих наборов пара-
метров результаты для разных алгоритмов не отли-
чаются, а из-за учащения сегментации значения ко-
эффициентов электростатической индукции отли-
чаются несущественно (С12 менее 4%, С11 менее 
1%), тогда как электростатической – ещё меньше. 
Результаты алгоритмов в целом согласуются с ре-

зультатами других авторов (отклонения для C11 не 
более 9%, для С12 – не более 24%, для L11 – не более 
7%, для L12 – не более 20%).  

Для набора 1 разница объяснима различными 
методами решения задачи: в работе [13] использует-
ся метод конформных отображений. Для набора 2 в 
работах [14–16] также используется метод момен-
тов, поэтому согласованность результатов выше, а 
разница объяснима разной сегментацией. Наиболь-
шее расхождение наблюдается с результатами из 
работы [16], в которой использованы трехмерное 
моделирование и RWG-базисные функции. Отличие 
результатов работ [14, 15] объяснимо различием ис-
пользуемых тестовых функций. 

 
Т а б л и ц а  2  

Значения погонных коэффициентов связанной 
микрополосковой линии 

Источник N С11, пФ/м –С12, пФ/м L11, мкГн/м L12, мкГн/м
Набор параметров 1 

650 146,65 23,71 0,421 0,099 
975 146,80 23,98 0,421 0,099 
1300 146,74 24,29 0,421 0,099 

Алго-
ритм 1 

1950 147,03 24,33 0,421 0,099 
650 146,65 23,71 0,421 0,099 
975 146,80 23,98 0,421 0,099 
1300 146,74 24,29 0,421 0,099 

Алго-
ритм 2 

1950 147,03 24,33 0,421 0,099 
[13] 159,81 20,81 0,422 0,100 

Набор параметров 2 
68 90,73 8,86 0,200 0,030 

220 90,64 9,11 0,198 0,030 
330 90,90 9,14 0,198 0,030 

Алго-
ритм 1 

1100 91,35 9,18 0,198 0,030 
68 90,73 8,86 0,200 0,030 

220 90,64 9,11 0,198 0,030 
330 90,90 9,14 0,198 0,030 

Алго-
ритм 2 

1100 91,35 9,18 0,198 0,030 
[14] 92,36 8,49 0,198 0,030 
[15] 92,24 8,50 0,198 0,030 
[16] 91,89 7,02 0,186 0,024 

 
Заключение 
В работе выполнено сравнение значений погон-

ных коэффициентов электростатической и электро-
магнитной индукции, полученных с помощью алго-
ритмов, позволяющих усовершенствовать решение 
СЛАУ, с результатами других авторов, на примере 
связанной микрополосковой линии. Показано, что 
использование данных алгоритмов позволяет 
уменьшить вычислительные затраты при контроли-
руемой точности значений вычисляемых парамет-
ров. Таким образом, данные алгоритмы могут быть 
эффективно использованы при анализе других по-
лосковых структур. 

Исследование выполнено за счет проекта 
8.9562.2017/8.9 Минобрнауки Российской Федера-
ции. 
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Akhunov R.R. 
Analysis of strip structures of radioelectronic devices with 
reduced computational costs 
 
The results of calculating the values of the per unit-of-length 
coefficients of electrostatic and electromagnetic induction for 
a coupled microstrip line are presented. The results are ob-
tained using algorithms for linear systems solving by an itera-
tive method with preconditioning. For preconditioning, the 
format for storing the sparse matrices was used that was per-
mitting to reduce computational costs. The results obtained are 
compared with the results of other authors. The comparison 
showed consistency of the results. 
Keywords: strip structures, method of moments, linear alge-
braic system, iterative method, preconditioning, per unit-of-
length matrix. 

 


