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АДАПТИВНОЕ УЧАЩЕНИЕ СЕТКИ ПРИ АНАЛИЗЕ 

ЛИНИЙ ПЕРЕДАЧИ МЕТОДОМ МОМЕНТОВ 
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Ключевые слова: адаптивное учащение сетки, метод моментов, система линейных 

алгебраических уравнений. 
В статье приведены результаты использования адаптивного учащения сетки для 

ускорения сходимости и повышения точности решения электростатических задач методом 
моментов. Выявлены диапазоны значений параметров алгоритма, при которых его 
использование является эффективным средством уменьшения вычислительных затрат. 

 

A.E. Maksimov, I.A. Onishchenko, S.P. Kuksenko 
 

ADAPTIVE MESH REFINEMENT IN ANALYSIS 

OF TRANSMISSION LINES BY THE METHOD OF MOMENTS 

 
Tomsk State University of Control Systems and Radioelectronics in Tomsk (TUSUR), Russia 

 
Keywords: adaptive mesh refinement, method of moments, system of linear algebraic equations. 
The article presents the results of using the adaptive mesh refinement to convergence 

acceleration and increase the accuracy of solving electrostatic problems by the method of moments. 
Determined the ranges of values of the algorithm parameters at which its use is an effective means of 
reducing computational costs. 

 
На практике часто возникают задачи анализа линий передачи (ЛП), используемых как в 

качестве элементов, так и в виде законченных СВЧ-устройств [1]. В случае использовании 
квазистатического приближения задача сводится к необходимости вычисления матриц 
погонных параметров линии. При анализе линий без потерь основные затраты приходятся на 
вычисление ёмкостной матрицы С и меньшие на матрицу индуктивностей L [2]. Поскольку 
геометрия линий, как правило, достаточно сложна, аналитическое решение недоступно и 
используют различные численные методы. Одним из них является метод моментов (MoM) [3]. 
Тогда решение задачи сводится к необходимости решения системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) [4]. Матрица СЛАУ при этом является плотной и объем памяти, которым 
обладают современные персональные компьютеры (ПК), часто оказывается недостаточен для её 
хранения, поэтому её порядки при практических вычислениях ограничены [5]. С другой 
стороны, необходимость многовариантного анализа линии в диапазоне её параметров, даже при 
достаточно простой геометрии линии, приводит к большим вычислительным затратам [6]. 
Свойства формируемой СЛАУ определяются выбранным методом построения сетки. При этом 
одной из главных проблем является обеспечение высокой точности расчетов при приемлемой 
вычислительной сложности. Достаточно эффективным решением этой проблемы является 
адаптация сетки к особенностям решения. Известно, что точность численного решения в 
подобластях сосредоточения особенностей решения существенно влияет на итоговую точность 
во всей области [7]. Тогда учащением сетки в таких подобластях можно повысить точность 
решения, а загрублением сетки в подобластях плавного изменения решения можно уменьшить 
вычислительные затраты и, тем самым, повысить скорость решения. Именно поэтому возникает 
потребность в использовании адаптивного учащения сетки для уменьшения вычислительных 
затрат при анализе линий передачи. 

Цель работы – оценить результативность учащения сетки при анализе линий передачи 
методом моментов. 

На рисунке 1 показаны примеры равномерного (эквидистантного) и неравномерного 
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учащения сетки при анализе микрополосковой линии. В работе использован следующий 
алгоритм. При неравномерном учащении сетки сначала задается начальная редкая и 
равномерная сетка, соответствующая числу подынтералов N0. Затем итерационно происходит 
разбиение подынтервалов, в которых наблюдается наибольшее изменение распределение 
заряда, на основе задаваемого процента подлежащих разбиению (P) подынтералов  от их 
общего числа. При разбиении подынтервалов добавляется новые узлы сетки в их центрах. 
Процесс продолжается до достижения максимального числа итераций (Nitmax) или пока ||Сi – Сi–

1|| / ||Сi–1|| > tol, где Сi – емкостная матрица, полученная после итерации i, а tol – требуемая 
точность решения. Аналогичный подход использован для вычисления матрицы L. 

а 

б 
Рис. 1 – Равномерное (а) и неравномерное (б) учащения сетки 

Для апробации алгоритма рассмотрена двухпроводная микрополосковая линия передачи с 
параметрами из работы [8]. Для вычислений использовались пакет GNU Octave и ПК со 
следующими характеристиками: процессор – Intel Core i5-8265U, тактовая частота – 1,60 ГГц; 
объем ОЗУ – 8 Гб; количество ядер – 4; количество виртуальных процессоров – 8.  

На рисунке 2а приведены матрицы С и L, полученные при использовании густой 
равномерной сетки. Для решения СЛАУ использован метод исключения Гаусса. При этом 
порядок матрицы СЛАУ составил N=6250, а затраты времени и машинной памяти составили 
16 с и 600 Мб соответственно. Далее результаты, полученные при такой сетке, использованы 
как эталонные. Для наглядности, аналогичные результаты (С и L) при  более грубой сетке и  
N=2500 приведены на рисунке 2б. Затраты времени и памяти составили 1,1 с и 47,7 Мб 
соответственно. 
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Рис. 2 – Матрицы, полученные при равномерной для N=6250 (а) и N=2500 (б) 
и неравномерной для N0=1250, tol=10–2 и P=10% (в) сетках 

Исследование работы алгоритма построения неравномерной сетки выполнено при двух 
начальных сетках, соответствующих N0=250 и 1250. В таблице 1 приведены затраты времени 
(T ), машинной памяти (V ) и число итераций Nit, требуемые для вычисления матриц С¢ и L¢, а 
также полученные погрешности DC=||С¢–С||/||С|| и DL=||L¢–L||/||L|| при изменении P и tol. Из 
таблицы 1 видно, что существенной одновременной минимизации затрат времени и машинной 
памяти можно добиться оптимальным выбором начальной сегментации N0 и выбором процента 
учащаемых подынтералов в диапазоне 10–30%. При этом требуемую точность решения легко 
контролировать параметром tol. Для наглядности на рисунке 2в приведены матрицы С¢ и L¢, 
полученные при N0=1250, tol=10–2 и P=10%. 

Таким образом, в работе исследовано применение итерационного алгоритма 
неравномерного учащения сетки при анализе линий передачи методом моментов. Выявлены 
диапазоны значений параметров алгоритма, при которых его использование является 
эффективным средством уменьшения вычислительных затрат, требуемых на анализ. Далее 
целесообразно оценить возможность его применения и модификации применительно к 
многовариантному анализу. 
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Таблица 1. Результаты вычислений матриц C' и L' при использовании алгоритма 
неравномерного учащения сетки для двухпроводной микрополосковой линии передачи 

N tol P,% Nitmax Nit T , с V , Мб DC DL 

250 

10–2 

10 20 12 0,0189 0,709724 0,074811 0,042195 

20 20 8 0,0639 1,027596 0,069934 0,042432 

30 20 7 0,0795 1,930305 0,076033 0,041732 

40 20 6 0,0925 2,980232 0,100040 0,041550 

10–3 

10 20 20 0,1938 3,517464 0,067275 0,042908 

20 20 17 0,9822 28,50715 0,069922 0,043387 

30 20 9 0,1866 5,551216 0,070327 0,042210 

40 15 15 87,9987 1624,5 0,013477 0,006495 

10–4 

10 20 20 0,2194 3,517464 0,067275 0,042908 

20 20 20 2,7294 85,4676 0,069932 0,043627 

30 18 18 28,4278 700,0522 0,068510 0,043099 

40 15 15 89,8876 1624,5 0,013477 0,006495 

1250 

10–2 

10 7 2 0,2675 14,57156 0,010352 0,002235 

20 7 2 0,292 17,32673 0,008157 0,002235 

30 7 2 0,3459 21,66157 0,008128 0,002235 

40 7 6 11,8169 454,8175 0,020660 0,000951 

10–3 

10 7 7 1,3172 38,21292 0,010503 0,001467 

20 7 3 0,5308 25,07758 0,007267 0,001711 

30 7 3 0,7314 37,49915 0,007320 0,001711 

40 7 7 34,2262 902,4611 0,016600 0,001155 

10–4 

10 7 7 1,2947 38,21292 0,010503 0,001467 

20 7 7 2,9818 108,3783 0,010768 0,001245 

30 7 7 9,3261 323,3345 0,010933 0,001360 

40 7 7 33,0393 902,4611 0,016600 0,001155 

 
Работа выполнена в рамках проекта FEWM-2020-0039 Минобрнауки России 
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